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Вступ

Матерiал посiбника в основному слiдує книзi [2]. Ми починаємо з ви-
вчення форм Лагранжа та Ньютона. Попри їхню теоретичну елеган-
тнiсть, практичне застосування часто стикається з проблемою обчи-
слювальної складностi при змiнi кiлькостi даних, що робить апарат
роздiлених рiзниць критично важливим.

Одним iз найважливiших урокiв цього курсу є розумiння того, що
збiльшення степеня полiнома не завжди веде до пiдвищення точно-
стi. Приклад Рунге наочно демонструє небезпеку осциляцiй на краях
iнтервалу (викладення цього прикладу в текстi близьке до матерiалу
з [3]).

Для мiнiмiзацiї iнтерполяцiйної похибки ми розглядаємо перехiд
вiд рiвномiрних сiток до нерiвномiрних. Окрiм, власне, питання мi-
нiмiзацiї похибки, ми знайомимо читача з важливим критерiєм най-
кращого наближення у рiвномiрнiй метрицi i поняттям точок альтер-
нанса. Ця технiка має, зокрема, важливе значення у математичному
аналiзi i теорiї наближень. Бiльш загальне формулювання теореми
Чебишова про альтернанс мiститься, наприклад, у [1, p. 75].

Завершальним етапом є вивчення iнтерполяцiйних сплайнiв. За-
мiсть побудови одного полiнома високого степеня для всiх точок,
сплайни використовують ”склеєнi” фрагменти полiномiв низького по-
рядку. Це забезпечує високу гладкiсть кривої та усуває ефект осци-
ляцiй, що робить сплайни незамiнним iнструментом у сучаснiй комп’-
ютернiй графiцi та iнженерному проєктуваннi.
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Роздiл 1

Iнтерполяцiя функцiй

1.1 Iнтерполяцiйний полiном Лагранжа
Нехай заданi числа

x0 < x1 < . . . < xn (1.1)

i числа y1, . . . , yn. Ми хочемо знайти алгебраїчних многочлен pn(x) =
a0 + a1x+ a2x

2 + . . .+ anx
n степеня не бiльше нiж n, для якого

pn(xi) = yi, i = 0, . . . , n. (1.2)

Вiдмiтимо, що якщо задано функцiю f : [x0, xn] → R i yi = f(xi), i =
1, . . . , n, то кажуть, що многочлен pn iнтерполює значення функцiї
f у точках xi, i = 1, . . . , n.

Справедлива така теорема.

Теорема 1. Нехай задано набiр точок x0, x1, . . . , xn, що задовольня-
ють умовi (1.1) i числа y0, y1, . . . , yn. Тодi iснує єдиний многочлен
pn степеня не вище n, який задовольняє умовам (1.2).

Доведення. Спочатку доведемо iснування iнтерполяцiйного много-
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члена. Розглянемо многочлени

L
(n)
i (x) =

n∏
k=0,k ̸=i

x− xk
xi − xk

, i = 0, 1, . . . , n. (1.3)

Легко бачити, що це многочлени степеня n, i мають мiсце спiввiдно-
шення

L
(n)
i (xj) =

{
0, i ̸= j;

1, i = j.

Тодi многочлен

pn(x) =
n∑

k=0

ykL
(n)
k (x) (1.4)

має степiнь не вище n, i мають мiсце рiвностi

pn(xj) =
n∑

k=0

ykL
(n)
k (xj) = yj, j = 0, . . . , n.

Покажемо тепер, що такий многочлен є єдиним. Припустимо, що
два рiзнi многочлени pn i qn степеня не вище n задовольняють умо-
вi (1.2). Тодi rn = pn − qn є ненульовим многочленом, що має нулi у
кожнiй точцi x0, x1, . . . , xn. Нехай rn є многочленом степеня k ≤ n,
тобто rn(x) = c0 + c1x + . . . + ckx

k, де ck ̸= 0. За теоремою Ролля
r′n має не менше, нiж n нулiв, r′′n має не менше, нiж n − 1 нулiв, i
так далi r(k)n має не менше n − k + 1 > 0 нулiв. Але це неможливо,
оскiльки r(k)n є ненульовою константою.

Зауважимо, що многочлен (1.4) часто називають iнтерполяцiй-
ним многочленом Лагранжа, або iнтерполяцiйним многочленом у
формi Лагранжа.
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Множина Pn многочленiв степеня не вище n, як легко бачити, є
лiнiйним простором розмiрностi n + 1. Звичним базисом цього про-
стору є набiр функцiй

{1, t, t2, . . . , tn}, (1.5)

у якому кожен многочлен pn ∈ Pn можна записати у виглядi

pn(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n, a0, . . . , an ∈ R.

Певною модифiкацiєю базису (1.5) є базис

{1, t− x0, (t− x0)
2, . . . , (t− x0)

n},

який зустрiчався у формулi Тейлора.
Якщо розглядати задачу пошуку iнтерполяцiйного многочлена,

як розв’язання системи лiнiйних рiвнянь (1.2) вiдносно коефiцiєн-
тiв невiдомого многочлена pn при розкладi у одному з цих базисiв,
то отримана система може мати будь-яку кiлькiсть ненульових ко-
ефiцiєнтiв, а отже її розв’язання потребуватиме великої кiлькостi
обчислень.

В той же час, як неважко перевiрити, многочлени (1.3), якi ви-
никли при доведеннi теореми 1, є лiнiйно незалежними, а отже утво-
рюють (ще один) базис простору Pn. Крiм того, вiдповiдна система
рiвнянь для пошуку iнтерполяцiйного многочлена в цьому базисi є
дiагональною, i її (єдиний) розв’язок було одразу записано у форму-
лi (1.4).

Таким чином, вдалий вибiр базисних функцiй для простору мно-
гочленiв, дозволив нам отримати ефективний спосiб розв’язання си-
стеми (1.2).

Приклад 1. Знайти многочлен найменшого степеня, графiк якого
проходить через точки (0, 1), (1, 2) i (4, 2).
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Використовуючи позначення теореми 1 маємо

L
(2)
0 (x) =

1

4
(x−1)(x−4), L

(2)
1 (x) = −1

3
x(x−4) i L(2)

2 (x) =
1

12
x(x−1).

Тому

p2(x) =
1

4
(x− 1)(x− 4)− 2

3
x(x− 4) +

1

6
x(x− 1) = −x

2

4
+

5x

4
+ 1

є шуканим многочленом.

1.2 Iнтерполяцiйний многочлен Ньютона
Формула (1.4) дає зручний для використання у теоретичних питан-
нях запис iнтерполяцiйного многочлена. Для практичних питань цей
запис часто є незручним. Зокрема, якщо до набору точок, якi має iн-
терполювати многочлен, додати ще одну, або змiнити абсцису деякої
точки, то кожну з базисних функцiй (1.3) доведеться перераховува-
ти наново. Крiм того, кожен елемент базису є многочленом степеня
n, а, як ми побачимо пiзнiше, многочлени великого степеня мають
серйознi недолiки з обчислювальної точки зору.

Наступна теорема дає iншу конструкцiю для побудови iнтерпо-
ляцiйного многочлена.

Теорема 2 (Iнтерполяцiйний многочлен Ньютона). Нехай задано рi-
знi точки x0, x1, . . . , xn, xn+1 i f — деяка функцiя, що визначена у
кожнiй з цих точок. Якщо pn i pn+1 — це многочлени, що iнтер-
полюють функцiю f в точках x0, . . . , xn та x0, . . . , xn+1 вiдповiдно,
то справедлива рiвнiсть

pn+1(x) = pn(x) + an+1wn(x), (1.6)

де wn(x) =
∏n

i=0(x− xi), an+1 =
f(xn+1)−pn(xn+1)

wn(xn+1)
.
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Доведення. Оскiльки iнтерполяцiйний многочлен є єдиним, то для
доведення теореми достатньо довести, що функцiя pn+1, визначена
формулою (1.6), дiйсно є многочленом степеня не вище n + 1, i що
вона iнтерполює функцiю f в точках x0, . . . , xn+1. Перше твердження
безпересадно випливає з означення. Якщо 0 ≤ k ≤ n, то

pn+1(xk) = pn(xk) + an+1wn(xk) = f(xk) + 0 = f(xk).

Крiм того,

pn+1(xn+1) = pn(xn+1) +
f(xn+1)− pn(xn+1)

wn(xn+1)
· wn(xn+1) = f(xn+1)

Наслiдок 1. Нехай p0(x) ≡ a0 = f(x0), w−1 ≡ 1 i числа ak, k ≥ 1,
та функцiї wk, k ≥ 0, визначенi у теоремi 2. Тодi многочлен pn,
що iнтерполює функцiю f в точках x0, . . . , xn можна записати у
виглядi

pn(x) = a0 + a1(x− x0) + . . . ,+an(x− x0)(x− x1) · . . . · (x− xn−1).

Зауважимо, що цей запис є представленням iнтерполяцiйного по-
лiнома у базисi

{1, x− x0, (x− x0)(x− x1), . . . , (x− x0)(x− x1) · . . . · (x− xn−1)}.

Приклад 2. Знайти многочлен найменшого степеня, графiк якого
проходить через точки (0, 1), (1, 2), (4, 2) i (3, 3).

Використовуючи приклад 1 i теорему 2 можемо написати, що

p3(x) = −x
2

4
+

5x

4
+ 1 + a3x(x− 1)(x− 4).
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Оскiльки

p3(3) = 4− 3

2
− a3 · 6 = 3 =⇒ a3 = − 1

12
,

то приходимо до рiвностi

p3(x) = −x
2

4
+
5x

4
+1− 1

12
x(x−1)(x−4) = − 1

12
(x3−2x2−11x−12).

1.3 Роздiленi рiзницi
Нехай задано функцiю f i точки x0, x1, . . . , xn в її областi визначен-
ня. Роздiленими рiзницями нульового порядку функцiї f називають
числа f0(xk) = f [xk] := f(xk), k = 0, . . . , n. Далi iндуктивно, роздi-
леними рiзницями порядку j ∈ {1, . . . , n} називають числа

fj(xk) = f [xk, . . . , xk+j] :=
fj−1(xk+1)− fj−1(xk)

xk+j − xk
, k = 0, . . . , n− j.

(1.7)

Приклад 3. Для функцiї f(x) = log2 x обчислити усi роздiленi рi-
зницi в точках x0 = 1, x1 = 2, x2 = 4.

Обчислення за означенням (1.7) зручно робити у табличнiй фор-
мi. Спочатку заповнюємо першi три стовпчики значеннями k, xk i
f(xk). Потiм обчислюємо роздiленi рiзницi першого порядку — отри-
муємо четвертий стовпчик; нарештi, маючи обчисленi до того значе-
ння, можемо обчислити роздiлену рiзницю другого порядку.

k xk f0(xk) f1(xk) f2(xk)
0 1 0

1
1 2 1 −1

6
1
2

2 4 2
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Вiдмiтимо, що при додаваннi ще одного значення x (наприклад, x3 =
1
2), ми можемо використати всi обчислення, якi були зроблено ранiше.

k xk f0(xk) f1(xk) f2(xk) f3(xk)
0 1 0

1
1 2 1 −1

6
1
2

1
7

2 4 2 − 5
21

6
7

3 1
2 -1

Нам знадобиться така властивiсть роздiлених рiзниць.

Лема 1. Для довiльної функцiї f i точок x0, . . . , xn з її областi
визначення справедлива рiвнiсть

f [x0, x1, . . . , xn] = f [xn, xn−1, . . . , x0].

Доведення. Доведення проведемо iндукцiєю по n. При n = 1 маємо

f [x0, x1] =
f(x1)− f(x0)

x1 − x0
=
f(x0)− f(x1)

x0 − x1
= f [x1, x0].

Припустимо, що твердження леми справедливе для деякого k = n ≥
1 i покажемо, що воно справедливо при k = n+ 1. Маємо

f [x0, x1, . . . , xn, xn+1] =
f [x1, . . . , xn, xn+1]− f [x0, x1, . . . , xn]

xn+1 − x0

=
f [x0, . . . , xn]− f [x1, . . . , xn+1]

x0 − xn+1
=
f [xn, . . . , x0]− f [xn+1, . . . , x1]

x0 − xn+1

= f [xn+1, . . . , x1, x0].
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Головнем результатом цього пiдроздiлу є доведення того факту,
що коефiцiєнти ak з теореми 2 є роздiленими рiзницями iнтерпольо-
ваної функцiї.

Теорема 3. В умовах теореми 2 маємо ak = fk(xk), k = 0, . . . , n,
тобто для iнтерполяцiйного многочлена pn маємо представлення

pn(x) = f [x0] + f [x0, x1]ω0(x)+ . . .+ f [x0, x1, . . . , xn−1]ωn−1(x). (1.8)

Доведення. Доведемо iндукцiєю по n, що для многочлена pn най-
меншого можливого степеня, що iнтерполює значення функцiї f в
точках x0, x1, . . . , xn справедлива формула (1.8). Для n = 0 маємо

p0 = f(x0) = f [x0] · 1,

а для n = 1 маємо

p1(x) = f(x0) +
f(x1)− f(x0)

x1 − x0
(x− x0) = f [x0] + f [x0, x1](x− x0),

тобто при n ≤ 1 виконується рiвнiсть (1.8).
Припустимо, що m ≥ 1 i твердження теореми справедливе для

довiльного набору з n ≤ m точок. Покажемо, що для многочлена

pm+1(x) = pm(x) + f [x0, x1, . . . , xm]ωm(x)

справедливi рiвностi

pm+1(xi) = f(xi), i = 0, . . . ,m+ 1.

Маємо
pm+1(xi) = pm(xi) = f(xi), i = 0, . . . ,m,

а отже достатньо довести, що

pm+1(xm+1) = f(xm+1).
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Розглянемо многочлен qm степеня не вище m, що iнтерполює фун-
кцiю f в точках x1, . . . , xm+1. Позначимо через ψk, k = 0, 1, . . . ,m
функцiю

ψk(x) = (x− x1)(x− x2) · . . . · (x− xk+1) =
ωk+1(x)

(x− x0)
.

Вiдмiтимо, що многочлен qm−1 iнтерполює функцiю f у наборi то-
чок x1, . . . , xm, а на многочлен pm можна дивитись як на многочлен,
що iнтерполює функцiю f в точках xm, . . . , x0. Тому за iндуктивним
припущенням, ми можемо записати рiвностi

pm(x) = qm−1(x) + f [xm, xm−1, . . . , x0]ψm(x),

qm(x) = qm−1(x) + f [x1, . . . , xm+1]ψm(x).

Вiднiмаючи цi рiвностi при x = xm+1 i використовуючи лему 1, отри-
маємо

pm(xm+1)− qm(xm+1)

= f [xm, xm−1, . . . , x0]ψm(xm+1)− f [x1, . . . , xm+1]ψm(xm+1)

=
ωm+1(xm+1)

xm+1 − x0
(f [xm, xm−1, . . . , x0]− f [x1, . . . , xm+1])

=
f [x0, x1, . . . , xm]− f [x1, . . . , xm+1]

xm+1 − x0
· ωm+1(xm+1)

= −f [x0, x1, . . . , xm+1] · ωm+1(xm+1).

Тодi

pm+1(xm+1) = pm(xm+1) + f [x0, x1, . . . , xm+1] · ωm+1(xm+1)

= qm(xm+1) = f(xm+1).
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1.4 Ермiтова iнтерполяцiя
Теорема 4. Нехай задано функцiю f i точки x1 < . . . < xn в її обла-
стi визначення i такi, що f диференцiйовна в цих точках. Iснує
єдиний многочлен p2n−1 степеня не вище 2n− 1, для якого

p2n−1(xi) = f(xi), p
′
2n−1(xi) = f ′(xi), i = 1, . . . , n. (1.9)

Доведення. Нагадаємо, що функцiї

L
(n)
i (x) =

n∏
k=1,k ̸=i

x− xk
xi − xk

, i = 1, . . . , n,

якi ми вже зустрiчали в контекстi iнтерполяцiйного многочлена Ла-
гранжа, є многочленами степеня n−1 i для них справедливi рiвностi
(i, j ∈ {1, . . . , n})

L
(n)
i (xj) =

{
0, i ̸= j,

1, i = j.

Розглянемо функцiї

hk(x) =
(
1− 2(L

(n)
k )′(xk)(x− xk)

)(
L
(n)
k (x)

)2
, k = 1, . . . , n

та
qk(x) = (x− xk)

(
L
(n)
k (x)

)2
, k = 1, . . . , n.

Кожна з цих функцiй є многочленом степеня 2n − 1. Крiм того, з
означення випливає, що

qk(xj) = 0∀k, j = 1, . . . , n

i
q′k(x) =

(
L
(n)
k (x)

)2
+ (x− xk) · 2L(n)

k (x) · (L(n)
k (x))′.

12



З цiєї формули отримуємо

q′k(xj) =

{
1, j = k,

0, j ̸= k.

Також з означення безпосередньо отримуємо

hk(xj) =

{
1, j = k,

0, j ̸= k,

i, крiм того,

h′k(x) = −2(L
(n)
k )′(xk) ·

(
L
(n)
k (x)

)2
+
(
1− 2(L

(n)
k )′(xk)(x− xk)

)
2L

(n)
k (x)

(
L
(n)
k (x)

)′
.

При x = xj, j ̸= k маємо h′k(xj) = 0. Крiм того,

h′k(xk) = −2(L
(n)
k )′(xk) ·

(
L
(n)
k (xk)

)2
+
(
1− 2(L

(n)
k )′(xk)(xk − xk)

)
2L

(n)
k (xk)(L

(n)
k )′(xk)

= −2(L
(n)
k )′(xk) + 2(L

(n)
k )′(xk) = 0.

Таким чином, h′k(xj) = 0, j = 1, . . . , n.
Нарештi бачимо, що многочлен

p2n−1(x) =
n∑

k=1

(f(xk)hk(x) + f ′(xk)qk(x))

є шуканим, бо його степiнь не перевищує 2n−1 i для всiх j = 1, . . . , n,

p2n−1(xj) =
n∑

k=1

(f(xk)hk(xj) + f ′(xk)qk(xj)) = f(xj) · 1,
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та

p′2n−1(xj) =
n∑

k=1

(f(xk)h
′
k(xj) + f ′(xk)q

′
k(xj)) = f ′(xj) · 1.

Доведемо єдинiсть шуканого многочлена. Припустимо, що iснують
два многочлени p2n−1 i r2n−1, для яких виконуються рiвностi (1.9).
Тодi для многочлена ∆ = p2n−1− r2n−1 степеня не вище 2n−1 маємо

∆(xj) = 0,∆′(xj) = 0, j = 1, . . . n.

Використовуючи теорему Ролля, отримуємо, що многочлен ∆′ сте-
пеня не бiльше 2n − 2 має не менше нiж n − 1 нуль мiж точками
x1, . . . , xn i нулi в кожнiй з точок x1, . . . , xn — всього не менше 2n−1
нулiв. Але це неможливо для ненульового многочлена.

1.5 Похибка iнтерполяцiї
Природними питаннями є наскiльки iнтерполяцiйний (в звичайному,
або ермiтовому сенсi) многочлен вiдрiзняється вiд функцiї, яку вiн
iнтерполює. Певну вiдповiдь на це питання дають наступнi теореми.
Теорема 5. Нехай задано n ∈ N, точки x0 < x1 < . . . < xn, i
n+1 раз неперервно диференцiйовну функцiю f : [x0, xn] → R. Якщо
многочлен pn ∈ Pn iнтерполює функцiю f в точках xi, i = 0, . . . , n,
то для кожного x ∈ [x0, xn] знайдеться точка ξx ∈ (x0, xn) така,
що

f(x)− pn(x) =
wn(x)

(n+ 1)!
f (n+1)(ξx),

де wn(x) =
∏n

k=0(x− xk).

Доведення. Покладемо E(x) = f(x) − pn(x), x ∈ [x0, xn] та для фi-
ксованого t /∈ {x0, x1, . . . , xn}

G(x) = E(x)− wn(x)

wn(t)
E(t).

14



З означення функцiї G маємо

G(xi) = (f(xi)− pn(xi))−
wn(xi)

wn(t)
E(t) = 0, i = 0, . . . , n.

Крiм того,

G(t) = E(t)− wn(t)

wn(t)
E(t) = 0.

Тому функцiя G має на вiдрiзку [x0, xn] не менше n + 2 нуля. По-
слiдовно використовуючи теорему Роля, отримаємо, що G′ має не
менше n + 1 нуля, G′′ — не менше n нулiв, i так далi, G(n+1) має
не менше одного нуля, тобто iснує точка ξ = ξt ∈ (x0, xn) така, що
G(n+1)(ξt) = 0. Знову з означення G, враховуючи, що p

(n+1)
n = 0 i

w
(n+1)
n = (n+ 1)!, отримуємо

G(n+1)(x) = f (n+1)(x)− (n+ 1)!

wn(t)
E(t), x ∈ [x0, xn],

а тому

G(n+1)(ξ) = 0 = f (n+1)(ξ)− (n+ 1)!

wn(t)
E(t),

звiдки отримуємо необхiдне спiввiдношення

E(t) =
wn(t)

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ).

Iнформацiю про вiдхилення многочлена з теореми 4 дає така те-
орема.

Теорема 6. Нехай функцiя f : [a, b] → R є 2n разiв неперервно ди-
ференцiйовною i задано розбиття

a ≤ x1 < x2 < . . . < xn ≤ b
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вiдрiзка [a, b]. Якщо многочлен p2n−1 ∈ P2n−1 задовольняє рiвно-
стям (1.9), то для кожного x ∈ [a, b] iснує точка ξ = ξx ∈ (a, b)
така, що

f(x)− p2n−1(x) =
ψ2n(x)

(2n)!
f (2n)(ξx),

де

ψ2n(x) =
n∏

k=1

(x− xk)
2.

Доведення. Позначимо

E(x) = f(x)− p2n−1(x), x ∈ [a, b]

i для деякого фiксованого t /∈ {x1, . . . , xn} розглянемо функцiю

G(x) = E(x)− ψ2n(x)

ψ2n(t)
E(t), x ∈ [a, b].

Тодi
G(xi) = 0∀i = 1, . . . , n

i, крiм того,

G′(xi) = E ′(xi)−
ψ′
2n(xi)

ψ2n(t)
E(t) = 0,

оскiльки (на мiсцi трьох крапочок стоять деякi диференцiйовнi фун-
кцiї)

ψ′
2n(x) =

(
(x− xi)

2 · (. . .)
)′
= 2(x− xi)(. . .) + (x− xi)

2(. . .)′,

звiдки випливає
ψ′
2n(xi) = 0∀i = 1, . . . , n.

З означення випливає, що G(t) = 0. Таким чином, функцiя G має
n+1 нуль, n з яких має кратнiсть не менше 2. Тому використовуючи
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теорему Ролля, отримаємо iснування точки ξt : G
(2n)(ξt) = 0. Тодi,

враховуючи, що p2n−1 ∈ P2n−1, i означення функцiї ψ2n, маємо

0 = G(2n)(ξt) = E(2n)(ξt)−
ψ
(2n)
2n (ξt)

ψ2n(t)
E(t) = f (2n)(ξt)−

(2n)!

ψ2n(t)
E(t),

звiдки отримуємо необхiдну рiвнiсть

E(t) =
f (2n)(ξt) · ψ2n(t)

(2n)!
.

1.6 Стабiльнiсть iнтерполяцiї полiномом.
Приклад Рунге

Нехай f : [a, b] → R — це деяка функцiя, про яку нам вiдомi її зна-
чення в точках a ≤ x1 < x2 < . . . < xn ≤ b. Ми можемо побудувати
iнтерполяцiйний многочлен

pn(f ;x) =
n∑

i=0

L
(n)
i (x)f(xi),

який може виступати наближенням функцiї f на вiдрiзку [a, b]. Вi-
домi нам значення f(xi), i = 1, . . . , n можуть мiстити деяку похиб-
ку (наприклад, бути результатом похибки вимiрювання деякої ве-
личини, або в наслiдок неточностi представлення чисел в пам’ятi
комп’ютера). Тому виникає питання стабiльностi iнтерполяцiї мно-
гочленами, яке ми сформулюємо так. Нехай задано набiр значень
g(xi), i = 1, . . . , n, причому для деякого ε > 0 виконуються нерiвно-
стi |g(xi)− f(xi)| < ε. Чи можна стверджувати, що величина

∥pn(g)− pn(f)∥C[a,b] := max
x∈[a,b]

|pn(g;x)− pn(f ;x)|
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є малою, коли ε — мале? Тобто iншими словами, чи правда, що при
невеликiй змiнi iнтерпольованих даних, iнтерполяцiйний многочлен
змiнюється мало? При фiксованому n оцiнка

∥pn(f)− pn(g)∥C[a,b] ≤

∥∥∥∥∥
n∑

i=0

L
(n)
i (·)(f(xi)− g(xi))

∥∥∥∥∥
C[a,b]

≤ ε ·
n∑

i=0

∥∥∥ L(n)
i (x)

∥∥∥
C[a,b]

(1.10)

гарантує, що вiдхилення мiж pn(f) i pn(g) вiдрiзняється вiд вiдхи-
лення мiж значеннями f i g в точках xi, i = 1, . . . , n не бiльше нiж
у

Λn :=
n∑

i=0

∥∥∥ L(n)
i (x)

∥∥∥
C[a,b]

разiв. Числа Λn, вiдомi як константи Лебега, не є великими при ма-
лих n, а тому iнтерполяцiйнi многочлени малих степенiв є стабiльни-
ми в описаному вище сенсi. В той же час вiдомо, що для рiвномiрно-
го розбиття вiдрiзка числа Λn зростає експоненцiйно (бiльш точно,
Λn ∼ 2n

n lnn , n→ ∞).
Вiдмiтимо, що з оцiнки зверху (1.10) i прямування Λn → ∞ не ви-

пливає, що ∥pn(f)−pn(g)∥C[a,b] → ∞, але необмежений рiст констант
Лебега тiсно пов’язаний з тим фактом, що

lim
n→∞

sup
f∈C[a,b],∥f∥C[a,b]≤1

∥f − pn(f)∥C[a,b] = ∞, (1.11)

де pn(f) — це iнтерполяцiйний по рiвномiрнiй сiтцi з n вузлами на
вiдрiзку [a, b] многочлен для функцiї f .

Для доведення (1.11) розглянемо функцiю Рунге

f(x) =
1

1 + x2
, x ∈ [−5, 5].
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Для простоти будемо вважати, що кiлькiсть точок iнтерполяцiї є
непарною. Тодi iнтерполяцiйнi точки мають вигляд

xk =
5k

n
, k = −n,−n+ 1, . . . , 0, 1, . . . , n.

Позначимо через p iнтерполяцiйний многочлен у точках xk, k =
−n, . . . , n, i нехай q(x) =

∏n
k=−n(x− xk). Оскiльки

p(xk) =
1

1 + x2k
, k = −n, . . . , n,

то многочлен P (x) = p(x)(x2 + 1)− 1 має нулi у кожнiй з точок xk,
k = −n, . . . , n, а отже

P (x) = q(x)r(x) (1.12)

з деяким многочленом r. Оскiльки степiнь p не перевищує 2n, то
степiнь P не перевищує 2n + 2, а отже степiнь r не перевищує 1.
Враховуючи, що функцiї p i P — парнi, а q — непарна, то функцiю
r — непарна, а отже r(x) = c · x, c ∈ R.

Пiдставляючи у (1.12) уявну одиницю x = i, отримаємо

−1 = q(i) · c · i = (ci) · i
n∏

k=1

(−1− x2k),

звiдки

1 = c · (−1)n
n∏

k=1

(1 + x2k) ⇐⇒ c =
(−1)n∏n

k=1(1 + x2k)
.

Пiдставляючи отримане значення c у (1.12) i дiлячи обидвi частини
на множник 1 + x2, отримаємо вираз для вiдхилення p− f :

p(x)− 1

1 + x2
=
q(x)r(x)

1 + x2
=
cxq(x)

1 + x2
=

(−1)nx2
∏n

k=1(x
2 − x2k)

(1 + x2)
∏n

k=1(1 + x2k)
,
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i тому асимптотичну при n→ ∞ поведiнку вiдхилення |p−f | визна-
чає асимптотична поведiнка величини∏n

k=1 |x2 − x2k|∏n
k=1(1 + x2k)

,

або величини (припускаючи, що x ̸= xk для всiх k)

ln

∏n
k=1 |x2 − x2k|∏n
k=1(1 + x2k)

=
n∑

k=1

ln |x2 − x2k| −
n∑

k=1

ln(1 + x2k).

Можна довести, що величина

5

n

(
n∑

k=1

ln(x2 − x2k)−
n∑

k=1

ln(1 + x2k)

)

прямує до I(x) :=
∫ 5

0 (ln |x
2 − t2| − ln(1 + t2))dt при n → ∞, а тому

множина рiзниць |p(x) − f(x)| буде необмеженою в усiх точках x,
для яких I(x) > 0. Величину I(x) можна записати аналiтично, але
ми зазначимо тiльки, що x > 4 =⇒ I(x) > 0, i отже |p(x)−f(x)| →
∞, наприклад для всiх iррацiональних x > 4 (iррацiональнiсть x
гарантує, що x не буде вузлом iнтерполяцiї).

1.7 Вузли Чебишова
У попередньому пiдродiлi ми бачили, що iнтерполяцiя по рiвномiр-
ному розбиттю може призводити до полiномiв, якi сильно вiдрiзня-
ються вiд функцiї, яку вони iнтерполюють. У зв’язку з цим вини-
кає таке питання. Нехай P — це розбиття вiдрiзка [a, b] точками
a ≤ x0 ≤ x1 < . . . < xn ≤ b. Знайти величину

I := inf
P

sup
f∈Cn+1[a,b],∥f (n+1)∥C[a,b]≤1

∥f − pn(P, f)∥C[a,b], (1.13)
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i оптимальне розбиття, на якому досягається iнфiмум у правiй ча-
стинi; тут iнфiмум береться по всiм розбиттям P вiдрiзка [a, b] з
фiксованим n, а pn(P, f) — це многочлен степеня не вище n, що iн-
терполює функцiю f у точках розбиття P . Використовуючи лiнiйну
замiну змiнних вiд довiльного вiдрiзка [a, b] можна перейти до вiд-
рiзка [−1, 1], тому для простоти будемо вважати, що [a, b] = [−1, 1].

Метою даного пiдроздiлу є доведення такої теореми.

Теорема 7. В позначеннях введених вище, справедлива рiвнiсть

I =
1

2n · (n+ 1)!
.

Оптимальними є вузли Чебишова xk = cos
k+ 1

2

n+1π, k = 0, . . . , n.

З теореми 5 випливає, що шукана величина не перевищує

1

(n+ 1)!
inf
P

∥wn∥C[a,b],

де wn(x) =
∏n

k=0(x− xk). Тобто постає питання пошуку многочлена
степеня n + 1 зi старшим коефiцiєнтом 1, який найменше вiдхиляє-
ться вiд нуля. Еквiвалентно, задача полягає у знаходженнi величини

1

(n+ 1)!
min
qn∈Pn

max
x∈[−1,1]

|xn+1 − qn(x)|. (1.14)

1.7.1 Теорема Чебишова про альтернанс
В даному пунктi ми розглянемо бiльш загальну, нiж (1.14) задачу i
отримаємо характеристику полiнома найкращого наближення у рiв-
номiрнiй метрицi. Нагадаємо, що для неперервної функцiї f

∥f∥C[a,b] := max
t∈[a,b]

|f(t)|.

Ми доведемо таку теорему.
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Теорема 8 (Чебишов). Нехай задано вiдрiзок [a, b] ⊂ R i неперервну
функцiю f ∈ C[a, b]. Многочлен Pn ∈ Pn є многочленом найкращого
наближення для функцiї f на вiдрiзку [a, b], тобто

∥f − Pn∥C[a,b] = inf
P∈Pn

∥f − Pn∥C[a,b]

тодi i тiльки тодi, коли для рiзницi ∆(t) = f(t) − Pn(t), t ∈ [a, b],
iснують точки (якi називаються точками альтернансу функцiї)

a ≤ x1 < x2 < . . . < xn+2 ≤ b (1.15)

такi, що для деякого ϵ ∈ {1,−1} має мiсце рiвнiсть

∆(xk) = ϵ · (−1)k∥∆∥C[a,b], k = 1, . . . , n+ 2.

Доведення. Припустимо, що для полiнома Pn ∈ Pn має мiсце рiв-
нiсть.

∥f − Pn∥C[a,b] = inf
P∈Pn

∥f − P∥C[a,b] = d.

Розглянемо рiзницю ∆ = f − Pn i введемо до розгляду множини

e+ = {t ∈ [a, b] : ∆(t) = d},

e− = {t ∈ [a, b] : ∆(t) = −d}
Обидвi множини e± є непорожнiми, бо iнакше величину ∥∆∥C[a,b] мо-
жна зробити меншою замiнивши Pn на Pn + c з деякою константою
c ∈ R.

Позначимо через e = e+ ∪ e− i видiлимо на вiдрiзку [a, b] точки

a ≤ z1 < z2 < . . . < zm ≤ b

так, що ∆(zk) = 0, k = 1, . . .m, кожен з вiдрiзкiв

[a, z1], [z1, z2], . . . , [zm−1, zm], [zm, b] (1.16)
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мiстить точки з множини e, на кожному вiдрiзку є тiльки точки з
множини e+ або тiльки точки з множини e−, причому знак фун-
кцiї ∆ у e-точках змiнюється при переходi до наступного вiдрiзка.
Покажемо, що m ≥ n + 1. Припустимо протилежне, нехай m ≤ n.
Розглянемо многочлен

q(t) = λ(t− z1) · . . . · (t− zm) ∈ Pn,

де λ вибрано настiльки маленьким за модулем, що

∥f − (Pn − q)∥C[a,b] < ∥f − Pn∥C[a,b].

Iснування такого λ стає зрозумiлою, якщо виконати малюнок гра-
фiка функцiї ∆ i врахувати, що знак q змiнюється тiльки в точках
z1, . . . , zm, а на кожному з вiдрiзкiв (1.16) мiстяться тiльки точки
з однiєї з множин e+ чи e−, причому знаки ∆ i q змiнюються при
переходi до наступного вiдрiзка.

Необхiднiсть твердження теореми доведено.
Доведемо тепер достатнiсть. Припустимо, що многочлен Pn є та-

ким, що функцiя f −Pn має n+2 точки альтернансу (1.15), але при
цьому iснує многочлен q ∈ Pn такий, що

∥f − Pn∥C[a,b] > ∥f − q∥C[a,b].

Тодi для функцiї

S = (f − Pn)− (f − q) ∈ Pn

мають мiсце рiвностi sgnS(xk) = sgn(f − Pn)(xk), а отже S має не
менше n + 1 нуля. Але це неможливо для нетривiального полiнома
S ∈ Pn.

1.7.2 Полiноми Чебишова першого роду
Повертаючись до задачi (1.14), розглянемо функцiю.

Tn(x) = cos(n arccos x), x ∈ [−1, 1], n = 0, 1, 2, . . . , (1.17)
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Як показує наступна теорема, Tn є полiномом степеня n зi старшим
коефiцiєнтом 2n−1.

Теорема 9. Для кожного n = 0, 1, . . . функцiя Tn, означена форму-
лою (1.17), має такi властивостi:

1. Tn ∈ Pn;

2. Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x), x ∈ [−1, 1];

3. Старший коефiцiєнт Tn дорiвнює 2n−1.

Доведення. При n = 0 i n = 1 твердження теореми перевiряються
безпосередньо:

T0(x) = cos(0 · arccosx) = cos 0 = 1,

T1(x) = cos(arccos x) = x, x ∈ [−1, 1].

При n ≥ 2 перше та третє твердження випливають з другого, за
iндукцiєю по n. Якщо у формулах

cosny · cos y =
1

2
(cos(n+ 1)y − cos(n− 1)y) ⇐⇒

cos(n+ 1)y = 2 cos y cosny − cos(n− 1)y

покласти arccos x = y, то отримаємо другу формулу.

1.7.3 Доведення теореми 7
Вiдмiтимо, що

| cosx| = 1 ⇐⇒ x = πk, k ∈ Z,

отже для x ∈ [−1, 1],

|Tn(x)| = 1 ⇐⇒ n arccos x = πk, k = 0, 1, . . . , n ⇐⇒
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x = cos
πk

n
, k = 0, 1, . . . , n.

Тому за теоремою 9

inf
Pn−1∈Pn−1

∥2n−1xn − Pn−1∥C[a,b] = ∥Tn(x)∥ = 1,

тобто
inf

Pn−1∈Pn−1

∥xn − Pn−1∥C[a,b] =
1

2n−1
.

Тепер для величини I з формули (1.13) маємо

I ≥ 1

2n(n+ 1)!
∥Tn+1∥C[−1,1] =

1

2n(n+ 1)!
.

З iншого боку, для кожної функцiї f , для якої ∥f (n+1)∥C[−1,1] ≤ 1,
враховуючи теореми 5, 7 i 9, отримаємо

I ≤ inf
xi

∥wn(x)∥C[−1,1]

(n+ 1)!
∥f (n+1)∥C[−1,1] ≤ inf

xi

∥wn(x)∥C[−1,1]

(n+ 1)!
=

1

2n(n+ 1)!
.

Крiм того, оптимальним положенням iнтерполяцiйних вузлiв є
нулi полiнома Tn+1, а оскiльки

Tn+1(x) = 0 ⇐⇒ (n+ 1) arccosx =
π

2
+ πk, k = 0, . . . , n,

то приходимо до заявлених у теоремi формул для оптимальних iн-
терполяцiйних вузлiв.

1.8 Iнтерполяцiйнi сплайни
Як ми бачили вище, полiноми великого степеня можуть сильно вiд-
хилятись вiд функцiї, яку вони iнтерполюють. Крiм того, ми бачили,
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що полiноми малих степенiв є обчислювально стабiльними в тому
сенсi, що при невеликiй змiнi даних, якi ми iнтерполюємо, полiноми
змiнюються мало. В даному пiдроздiлi ми розглянемо спосiб iнтер-
поляцiї кусково-полiномiальними функцiями, якi, з одного боку, ви-
користовують полiноми малих степенiв, а з iншого дозволяють мати
скiльки завгодно велику кiлькiсть вiльних параметрiв.

1.8.1 Iснування iнтерполяцiйних сплайнiв
Нехай задано розбиття P

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b

вiдрiзка [a, b]. Функцiя s : [a, b] → R називається сплайном порядку
r дефекту d з вузлами в точках xi, i = 1, . . . , n−1, якщо на кожному
iнтервалi (xi−1, xi), i = 1, . . . , n, функцiя s є полiномом степеня не
вище r i s ∈ Cr−d[a, b]. Позначимо через Sr,d(P ) множину усiх сплай-
нiв порядку r дефекту d з вузлами у точках розбиття P . Вiдмiтимо,
що при d = 0, Sr,d(P ) спiвпадає з множиною полiномiв Pr.

Легко бачити, що якщо s1, s2 ∈ Sr,d(P ), i α1, α2 ∈ R, то α1s1 +
α2s2 ∈ Sr,d(P ), тобто множина Sr,d(P ) є лiнiйним простором. Зна-
йдемо його розмiрнiсть.

На кожному з iнтервалiв (xi−1, xi), i = 1, . . . , n, функцiя s є полi-
номом степеня не вище r, а отже визначається r+1 параметром. Крiм
того, вимога гладкостi функцiї s запишеться у виглядi рiвностей

s(k)(xi − 0) = s(k)(xi + 0), i = 1, . . . , n− 1, k = 0, . . . , r − d.

Тому всього можна очiкувати, що розмiрнiсть простору Sr,d(P ) (тоб-
то кiлькiсть вiльних параметрiв, що визначають сплайн) дорiвнює

(r + 1) · n− (n− 1) · (r − d+ 1) = r + 1 + d(n− 1).
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Ми будемо розглядати задачу iнтерполяцiї кубiчними сплайнами мi-
нiмального дефекту (тобто r = 3, d = 1) у точках x0, . . . , xn, тобто
шукати сплайн s ∈ S3,1(P ) такий, що

s(xi) = yi, i = 0, . . . , n, (1.18)

де y0, . . . , yn — довiльнi фiксованi числа.
При r = 3 i d = 1 простiр Sr,d(P ) має n + 3 вiльних параметрiв,

тому окрiм iнтерполяцiйних умов (1.18) виникають додатковi два
вiльних параметри.

Зазвичай, цi два параметри використовують одним з двох спосо-
бiв. Перший спосiб призводить до так званих натуральних сплайнiв
i полягає у додаваннi умови

s′′(a) = s′′(b) = 0. (1.19)

Другий спосiб призводить до повних сплайнiв, крайова умова

s′(a) = A, s′(b) = B, (1.20)

де A, B — фiксованi числа.
Як ми бачили ранiше, вибiр вдалого базису дозволяє простiше

розв’язувати задачу iнтерполяцiї. Тому наступним кроком буде по-
шук такого базису. Розглянемо функцiю

B(x) =



0, x ≤ −2

(x+ 2)3, −2 ≤ x ≤ −1

1 + 3(x+ 1) + 3(x+ 1)2 − 3(x+ 1)3, −1 ≤ x ≤ 0

1 + 3(1− x) + 3(1− x)2 − 3(1− x)3, 0 ≤ x ≤ 1

(2− x)3, 1 ≤ x ≤ 2

0, x ≥ 2
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Очевидно, що це сплайн порядку 3 з вузлами −2,−1, 0, 1, 2. Крiм
того, легко бачити, що B є парною функцiєю,

B(−2− 0) = B(−2 + 0) = B(2− 0) = B(2 + 0) = 0,

B(−1− 0) = B(−1 + 0) = B(1− 0) = B(1 + 0) = 1,

B(−0) = B(+0) = 4.

Крiм того,

B′(x) =



0, x < −2

3(x+ 2)2, −2 < x < −1

3 + 6(x+ 1)− 9(x+ 1)2, −1 < x < 0

−3− 6(1− x) + 9(1− x)2, 0 < x < 1

−3(2− x)2, 1 < x < 2

0, x > 2

i знову безпосереднiми обчисленнями ми отримуємо, що

B′(−2− 0) = B′(−2 + 0) = B′(2− 0) = B′(2 + 0) = 0,

B′(−1− 0) = B′(−1 + 0) = 3,

B′(−0) = B′(+0) = 0,

B′(1− 0) = B′(1 + 0) = −3,

тобто функцiя B є неперервно диференцiйовною. Далi,

B′′(x) =



0, x < −2

6(x+ 2), −2 < x < −1

6− 18(x+ 1), −1 < x < 0

6− 18(1− x), 0 < x < 1

6(2− x), 1 < x < 2

0, x < 2
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i, крiм того,

B′′(−2− 0) = B′′(−2 + 0) = B′′(2− 0) = B′′(2 + 0) = 0

B′′(−1− 0) = B′′(−1 + 0) = B′′(1− 0) = 6, B′′(1 + 0) = 6,

B′′(−0) = B′′(+0) = −12.

Таким чином, функцiя B насправдi є двiчi неперервно диференцi-
йовною, тобто є кубiчним сплайном мiнiмального дефекту.

Нарештi,

B′′′(x) =



0, x < −2

6, −2 < x < −1

−18, −1 < x < 0

18, 0 < x < 1

−6, 1 < x < 2

0, x > 2

Для простоти ми будемо розглядати випадок рiвновiддалених вузлiв
сплайна (i, вiдповiдно, рiвновiддалених iнтерполяцiйних вузлiв), тоб-
то будемо вважати, що

xk − xk−1 = h, k = 1, . . . , n, h =
b− a

n
.

. Довизначимо додатковi ”вузли”

x−3 = a− 3h, x−2 = a− 2h, x−1 = a− h,

xn+1 = b+ h, xn+2 = b+ 2h, xn+3 = b+ 3h,

i покладемо

Bi(x) = B

(
x− xi
h

)
, i = −1, 0, 1, . . . , n+ 1.
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Тодi
Bi(xi) = 4, Bi(xi±1) = 1, Bi(xi±2) = 0,

B′
i(xi) = 0, B′

i(xi±1) = ∓3

h
,B′

i(xi±2) = 0,

B′′
i (xi) = −12

h2
, B′′

i (xi±1) =
6

h2
, B′′

i (xi±2) = 0,

i можна показати, що система функцiй B−1, B0, . . . Bn є базисом про-
стору Sr,d (по рiвномiрному розбиттю). Тодi довiльний сплайн q мо-
жна представити у виглядi

q(x) =
n∑

i=−1

ciBi(x).

Враховуючи означення сплайна B, маємо

Bi(xk) =


4, i = k

1, i = k ± 1

0, |i− k| > 1

i система рiвнянь (1.18) стає

ck−1 + 4ck + ck+1 = yk, k = 0, 1, . . . , n. (1.21)

У випадку пошуку натурального iнтерполяцiйного сплайна (до-
датковi умови (1.19)) маємо

0 = q′′(x0) =
n∑

i=−1

ciB
′′
i (x0) = h−2(6c−1 + 6c1 − 12c0),
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звiдки c−1 = 2c0 − c1. Пiдставимо це значення у (1.21) при k = 0, i
отримаємо c0 = y0

6 . Аналогiчно cn = yn
6 , i ми приходимо до системи

4c1 + c2 = y1 − y0
6

c1 + 4c2 + c3 = y2

c2 + 4c3 + c4 = y3

· · ·
cn−3 + 4cn−2 + cn−1 = yn−2

cn−2 + 4cn−1 = yn−1 − yn
6

(1.22)

У випадку крайових умов (1.20) приходимо до рiвнянь

q′(x0) = A ⇐⇒ −3h−1(c−1 − c1) = A ⇐⇒ c−1 = c1 −
1

3
hA,

i аналогiчно
cn+1 = cn−1 +

1

3
hB.

Разом з рiвняннями (1.21), отримаємо систему

4c0 + 2c1 = y0 +
1
3hA

c0 + 4c1 + c2 = y1

· · ·
cn−2 + 4cn−1 + cn = yn−1

2cn−1 + 4cn = yn − 1
3hB

(1.23)

Вiдмiтимо, що обидвi системи (1.22) i (1.23) є тридiагональними з
дiагональним домiнуванням, а тому (див., напр. [2, Theorem 2.5]) во-
ни мають єдиний розв’язок при будь-якiй правiй частинi, який може
бути знайдений за лiнiйний вiдносно n час.

Тепер сформулюємо (без доведення) результат про вiдхилення
iнтерполяцiйного сплайна вiд функцiї, яку вiн iнтерполює.
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Теорема 10. Нехай задано f ∈ C4[a, b], кубiчний сплайн мiнiмаль-
ного дефекту q з вузлами x1, . . . , xn−1 iнтерполює функцiю f в то-
чках a = x0 < x1 < . . . < xn = b. Якщо

max
i

(xi − xi−1) ≤ h,

то
∥f − q∥C[a,b] ≤

5

384
h4∥f (4)∥C[a,b].

Крiм того, для кожного 1 ≤ k ≤ 3 iснує константа Ck > 0 така,
що

∥f (k) − q(k)∥C[a,b] ≤ Ckh
4−k∥f (4)∥C[a,b].

1.8.2 Застосування iнтерполяцiйних сплайнiв
Розглянемо задачу наближеного розв’язання диференцiального рiв-
няння

−u′′ + a2u = f(x), x ∈ [0, 1],

a ∈ R, з крайовими умовами

u(0) = g0, u(1) = g1.

Для фiксованого n розглянемо рiвномiрне розбиття

0 = x0 < x1 < . . . < xn = 1, xi − xi−1 = h, i = 1, . . . , n

i будемо шукати наближений розв’язок задачi uh у виглядi

uh(x) =
n+1∑
k=−1

ckBk(x).

Припускаючи, що ми знаємо значення функцiї f у точках xi, i =
0, . . . , n, отримаємо для i = 0, . . . , n,
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−u′′(xi)+a2u(xi) = −h−2(6ci−1+6ci+1−12ci)+a
2(ci−1+4ci+ci+1) =

= (−6h−2 + a2)ci−1 + (12h−2 + 4a2)ci + (−6h−2 + a2)ci+1 = f(xi),
(1.24)

Крiм того, в силу крайових умов маємо

c−1 + 4c0 + c1 = g0

i
cn−1 + 4cn + cn+1 = g1,

звiдки
c−1 = g0 − 4c0 − c1, cn+1 = g1 − 4cn − cn−1.

Пiдставляючи значення c−1 у перше рiвняння

(−6h−2 + a2)c−1 + (12h−2 + 4a2)c0 + (−6h−2 + a2)c1 = f(x0),

отримаємо

(−6h−2+a2)(g0− 4c0− c1)+ (12h−2+4a2)c0+(−6h−2+a2)c1 = f(x0)

⇐⇒ c0(12h
−2 + 4a2 + 24h−2 − 4a2) = f(x0)− g0(−6h−2 + a2)

⇐⇒ c0 =
h2

36

(
f(x0)− g0(6h

−2 + a2)
)
.

Аналогiчно
cn =

h2

36

(
f(xn)− g1(6h

−2 + a2)
)
.

Пiдставляючи цi значення у систему (1.24), приходимо до системи
Ac1 +Bc2 = f(x1)−Bc0

Bci−1 + Aci +Bci+1 = f(xi), i = 2, . . . , n− 2

Bcn−2 + Acn−1 = f(x1)−Bcn,
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де A = 12h−2 + 4a2, B = −6h−2 + a2. Вiдмiтимо, що

2|B| = | − 6h−2 + a2|+ | − 6h−2 + a2| < |12h−2 + 4a2| = |A|,

i отже отримана система є тридiагональною з дiагональним домi-
нуванням, а тому вона має єдиний розв’язок, який можна знайти
за лiнiйний час. На питаннi вiдхилення отриманого сплайна uh вiд
розв’язку задачi зупинятись не будемо.
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